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Die Begriffe Gruppe und Invariante.* 

Von Sophus Lie. 

In einer Abhandlung von Sylvester im American Journal of Mathematics, Bd. 
9, No. 2, findet sich ein Brief von Halphen, Mitglied der Akademie der' Wissen- 
schaften in Paris. In diesem Briefe betrachtet Halphen eine Schaar von alge- 
braischen Transformationen 

(1) x' K =f K (x 1 x n , a x . . . . a r ) (x = 1 . . . . n) 

mit r Parametern «j . . . . a r zwischen den Veränderlichen x x . . . . x n und x[ . . . . x' n , 
stellt die Frage nach allgemeinen Kriterien dafür, ob eine solche Schaar von 
Transformationen Invarianten besitzt oder nicht und verspricht dieses noch nicht 
in voller Allgemeinheit behandelte Problem vollständig zu erledigen."} - 

Soviel ich sehe ist das ihm doch nicht gelungen. Im Laufe seines Briefes 
macht er nämlich verschiedene Annahmen, die wirkliche Beschränkungen des 
Problems nach sich ziehen. Und selbst das hiermit beschränkte Problem hat 
er, wie mir scheint, nicht vollständig erledigt. Die von ihm formulirten Krit- 
erien sind zwar hinreichend aber nicht nothwendig.J 

1. Zunächst schicke ich einige Bemerkungen voraus über die eigenthümliche 
Bedeutung, in welcher Halphen das Wort Gruppe braucht. 

Halphen sagt, dass die Gleichungen (1) eine Gruppe bestimmen, wenn sich 
aus den beiden Gleichungssystemen 

x k -— Jk (pCi • • • • fl/ n di ... . a r ) 

x'J =/< (»i x n b x b r ) ^ x ~~ n > 

*Reprinted from the Berichte der K. Sachs. Gesellschaft jder Wissenschaften, Mathematisch- 
Physische Classe, Sitzung am 1. August 1887. 

t Halphen drückt sich so aus : '■''Dans des theories diverses on a rencontre" des Invariants sans qu'on 
ait pine'tre' la cause ginirale de leur existenee. Cest cette lacune qu?ü s , agit iei de faire disparaitre. " 

% Es scheint Halphen unbekannt zu sein, dass ich das im Texte besprochene Problem für den Falle 
dass die Schaar der vorgelegten Transformationen (1) von infinitesimalen Transformationen erzeugt ist 
(oder sich erzeugen lässt) vollständig erledigt habe. Meine alten Untersuchungen über diesen und 
verwandte Gegenstände sind resumirt in den Math. Ann. Bd. XXIV, 1884. 
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durch Elimination der Grössen x K Relationen von der Form 

X K == Jk {%i . . . . X n , A-i .... A r ) 

ableiten lassen. Dabei macht er nicht wie ich in meiner Note in den Göttinger 
Nachrichten 1874 und in vielen späteren Arbeiten die Annahme, dass die 
Grössen A K nur von den a t und b } abhängen, sondern er lässt sie ganz beliebige 
Grössen bedeuten. Diese seine Definition des Begriffes Gruppe scheint mir 
indess nicht naturgemäss. 

Es unterliegt ja keinem Zweifel, dass der Begriff Transformationsgruppe 
sich allgemeiner fassen lässt, als in meiner oben citirten Note geschehen. In 
der That habe ich schon im Jahre 1871 (Verhandlungen der Gesellschaft der 
Wissenschaften zu Christiania, S. 243) die folgende allgemeine Definition aufge- 
stellt : Eine Schaar von Transformationen bildet eine Gruppe, wenn zwei Trans- 
formationen, nach einander ausgeführt, immer eine Transformation der Schaar 
ergeben. Diese Definition giebt, scheint es mir, die richtige und allgemeine 
Uebertragung des Gruppenbegriffes der Substitutionentheorie auf die Transfor- 
mationstheorie. Unter den Transformationsgruppen giebt es aber mehrere 
verschiedene Kategorien, für die ich besondere Bezeichnungen benutze. Insbe- 
sondere bezeichne ich eine Gruppe dann als endlich und continuirlich, wenn ihre 
Transformationen durch ein Gleichungssystem mit r Parametern : 

X K J K (Xi .... X n , Cli ... . ®r) 

bestimmt werden. 

Was Halphen's Definition des Begriffes Gruppe angeht, so möchte ich fast 
glauben, dass dieselbe nicht nach dem Wortlaute zu verstehen ist. Vielleicht 
sind einige Voraussetzungen nicht mit angegeben, z. B. dass sich zwischen den 
Gleichungen (1) die Parameter a K eliminiren lassen sollen. Es scheint mir näm- 
lich undenkbar, dass Halphen jedes System Transformationsgleichungen (1), aus 
welchen sich die Parameter nicht eliminiren lassen, als eine Gruppe bezeichnen 
will, und doch ist er nach dem Wortlaute seiner Definition dazu gezwungen. 
Will Halphen auf der anderen Seite zu seiner Definition des Begriffes Gruppe 
etwa die Forderung hinzufügen, dass sich die Parameter eliminiren lassen sollen, 
so folgt z. B., dass die Schaar aller projeetiven Transformationen eines Raumes 
keine Gruppe von Punkttransformationen dieses Raumes bildet. 

Es scheint wünschenswerth, dass Halphen den Sinn seiner Definition prä- 
cisirt, wenn er sich nicht der von mir benutzten Terminologie anschliessen kann. 
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Nehme ich seine Definition nach dem Wortlaute und nenne ich ferner eine 
Function q> {x x . . . . x n ) dann eine Invariante der Transformationen (1), wenn die 
Identität $ (x{ .... x' n ) = # (x x ... . x n ) 

besteht, so ist sein Hauptsatz : Les invariants sont Vapanage exclusif des substitu- 
tions forrnant groupe unrichtig. Das werden uns später zwei Beispiele zeigen. 

2. Indem Halphen das von ihm gestellte Problem in Angriff nimmt, macht 
er erstens und zwar ausdrücklich die Annahme, dass die Zahl n der Veränder- 
lichen grösser ist, als die Zahl r der Parameter. Da aber schon das Beispiel 

! ! X% -\- Oj 

£&1 — ^1 j **^2 ~" "" * 



«3^2 + a S 

zeigt, dass Invarianten sehr gut vorkommen können, wenn r > n ist, so ist seine 
Annahme eine Beschränkung des Problems Er macht noch zwei weitere 
Annahmen, nämlich, dass die Elimination der Parameter gerade n — r Rela- 
tionen zwischen den x K und x' K liefert und dass die Gleichungen (1), wenn sie 
Invarianten besitzen, deren gerade n — r haben. 

Dass auch diese letzten Annahmen wesentliche Beschränkungen des Prob- 
lems sind, Hesse sich ebenfalls leicht an Beispielen zeigen. Darauf gehe ich 
jedoch hier nicht ein, sondern wende mich zu dem von Halphen behandelten 
reducirten Probleme. 

3. Halphen behauptet, dass ein System von algebraischen Transformations- 
gleichungen 
(1') x' K =:f K (x 1 x n , a t a r ), n>r, 

aus welchem sich durch Elimination der Parameter gerade n — r Relationen 
zwischen den x K und x' K ergeben, (dann und) nur dann gerade n — r unabhängige 
Invarianten besitzt, wenn es in seinem Sinne des Wortes eine Gruppe bestimmt. 

Aber diese Regel stimmt doch, wie ich sie verstehe, nicht mit dem Beispiele : 
(2) xi= ccx + a, xl = — x%. 

Hier ist w = 2, r=l, also n'p-r; die Elimination des Parameters a giebt 
n — r = 1 von a freie Relation ; die Gleichungen (2) haben andererseits gerade 
n — r= 1 unabhängige Invariante, nämlich asf. Nach Halphen's Regel müssten 
also die Gleichungen (2) in seinem Sinne des Wortes eine Gruppe bilden. Aber 
aus x[ =»! + a, 

und x'i = cc x + b , 

folgt Xi = x{ + b - 

und diese Gleichungen haben die Form (2) nicht. 
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Betrachten wir andererseits das Beispiel 

(3) «1 = ccx + 1 , x' % = x % + a . 

Hier ist wiederum n=2, r=l. Die Elimination des Parameters a giebt 
wiederum n — r = 1 Relation zwischen den x und x'. Andererseits haben die 
Transformationsgleichungen (3) gerade n — r = 1 unabhängige Invariante 
nämlich tg (nxx) . Est ist ja 

tg (ti^ö = tg (xxi + n) = tg (aüJi) . 

Unsere Gleichungen bilden aber keine Gruppe in Halphen's Sinne des Wortes ; 

denn aus x{ =Xi + 1, xi = x 2 + a 

und x[' = cci + 1 , x£' = Xj + h 

folgen die Gleichungen 

as[' = x[, xl' = xj i -{-b — a, 

welche nicht die Form (3) haben. 

4. Will man das von Halphen gestellte Problem in voller Allgemeinheit 
behandeln, so dürfte es zweckmässig sein, die Ausdrucksweise der Mannigfaltig- 
keitslehre zu benutzen, also x x . . . . x n als Punktcoordinaten eines w-fachen 
Raumes zu betrachten. Hier werde ich jedoch die Beschränkung einführen, 
dass die Transformationen 

\i-) x K — vk \Xi • • • • x n , a\ • • . . a r j 

Cremona'sche Transformationen sein sollen. 

Bei jeder Transformation einer derartigen Schaar geht ein Punkt x K von 
allgemeiner Lage in einen bestimmten neuen Punkt x' K über. Dieser neue Punkt 
hängt von den Parametern a K ab. Der Inbegriff aller Punkte x' K bildet daher 
eine algebraische Mannigfaltigkeit, die höchstens r-fach ausgedehnt ist. Werden 
nun weiter auf einen beliebigen Punkt x' K noch einmal die Transformationen (1) 
ausgeführt, so nimmt derselbe neue Lagen x'J an u. s. w. 

Wir nehmen zu der Schaar der Transformationen (1) noch die Schaar der 
inversen Transformationen hinzu und denken uns jede von diesen Schaaren von 
Transformationen eine Reihe von Malen hintereinander ausgeführt. Dann kön- 
nen zwei verschiedene Fälle eintreten. Es ist denkbar, dass ein Punkt x K von 
allgemeiner Lage durch wiederholte Ausführung jener Transformationen in jeden 
Punkt von allgemeiner Lage im Räume übergeführt werden kann. Dann giebt es 
keine Invarianten. 



1 86 Lib : Die Begriffe Gruppe und Invariante. 

Kann dagegen der Punkt x K nicht in alle Punkte des Raumes übergeführt 
werden, so bildet der Inbegriff aller Lagen, welche derselbe bei wiederholter 
Anwendung der betreffenden Transformationen annehmen kann, einen geomet- 
rischen Ort, der allerdings aus verschiedenen, ja sogar aus unendlich vielen irre- 
ducibeln algebraischen Mannigfaltigkeiten bestehen kann. 

Jeder Punkt des Raumes gehört einem ganz bestimmten derartigen Orte an. 
Der Raum wird also in dieser Weise in unendlich viele Oerter zerlegt, wobei 
jeder Ort unter Umständen aus mehreren algebraischen Mannigfaltigkeiten 
besteht. 

Lässt sich nun diese Zerlegung des Raumes in geometrische Oerter analytisch 
definiren durch die Gleichungen 

iij [Xi .... X n ) — Oj . . . . , \L m (Xi .... X n ) — L/ m 7 

in denen die C k willkürliche Oonstanten bedeuten, so sind die £l K {x x . . . . x n ) 
Invarianten der Schaar von Transformationen, und zwar erhält man so ein voll- 
ständiges System Invarianten. Es ist hierbei keineswegs sicher, dass die Cl K 
algebraische Functionen von den x sind, sie können sehr gut transcendente* Func- 
tionen sein. Die £L K brauchen nach dem Vorangehenden nur so beschaffen zu 
sein, dass die Gleichungen (4) für jedes specielle Werthsystem der a K eine discrete, 
endlich oder unendliche Anzahl von algebraischen Mannigfaltigkeiten darstellen, 
deren Inbegriff bei den Transformationen (1) invariant bleibt. 

Entsprechende Ueberlegungen geben zugleich alle invarianten Gleichungs- 
systeme. 

An einer anderen Stelle werde ich auf die hier skizzirten Theorien näher 
eingehen. Insbesondere werde ich Gruppen behandeln, die sich nicht durch ein 
Gleichungssystem, sondern erst durch mehrere Gleichungssysteme definiren lassen, 
von denen jedes Gleichungssystem gewisse willkürliche Parameter enthält und 
werde eine Invariantentheorie von derartigen Gruppen entwickeln. Das gelingt 
leicht, indem ich meine allgemeine Invariantentheorie der endlichen continuir- 
lichen Gruppen mit der Invariantentheorie der discontinuirlichen Gruppen ver- 
binde. 

Leipzio, Juli 1887. 

* Es ist daher unrichtig, wenn Halphen behauptet, dass die Invarianten immer durch Elimination 
gefunden werden können. Dass die zu einer oontinuirliehen endlichen Gruppe gehörigen Invarianten, 
Differentialinvarianten, ja sogar alle zugehörigen invarianten Qleichungssysteme durch Elimination 
gefunden werden, habe ich längst bei vielen Gelegenheiten hervorgehoben. Und auch die Ausdehnung 
dieser Bemerkung auf eine jede vorgelegte Schaar von Transformationen x' K =f K (x, a) , die sich von 
infinitesimalen Transformationen erzeugen lässt, rührt von mir her. 



